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Capitulo 1

Integral de Riemann - Primitivacao e
Calculo de Integrais

Introducao

Este capitulo destina-se a servir de apoio aos alunos de Célculo Diferencial e Integral I na matéria de Integral de
Riemann. Passando por uma breve introducao teérica em que serao abordados os tépicos da primitivacao de funcoes
reais de varidvel real e cdlculo de integrais de fungoes reais de varidvel real.

Apés a Introdugao Tedrica segue uma série de exercicios resolvidos (a grande maioria dos problemas foi criada por
mim tendo ainda resolvido todos os exercicios).

1.1 Introducao Teédrica

1.1.1 Introducao ao conceito de Integral

Considere-se f uma fungao continua definida no intervalo [a, b]. O integral definido desta fungao é dado por:
b
S:/ f(z)dx (1.1)

Ay

e 1)

Figura 1.1: Area S representada graficamente

S pode ser definida pela expressao: (z,y):a <z <b,0 <y < f(z). Desta forma conseguimos concluir facilmente que
o integral S diz respeito a area abaixo da fungao f entre os pontos a e b. Existem varias motivagoes para o cédlculo

de integrais, nao s6 em Matematica, mas também em Fisica em que por exemplo o trabalho realizado por uma forca
b

a actuar num dado corpo no deslocamento [a,b] é dado por W = Fdr.

Existe um lote intermindvel de funcgoes reais de varidvel real que p(z)dem ser funcoes integrandas (fungoes a integrar)
pelo que o célculo da primitiva destas difere caso para caso. Analisaremos fungoes racionais, exponenciais, logaritmicas,
trigonométricas, entre outras. Passaremos também pelos diferentes métodos de primitivagao: primitivacao imediata,
primitivacao por partes, primitivagao de fungoes decompostas em fraccoes parciais e primitivagao por substituicao.




)y

Figura 1.2: Area P definida pela regido abaixo do gréfico da fungao f em [a, b]

Consideremos agora a Figura 2 acima que representa a area P. Esta drea pode ser representada por trés regicoes
diferentes: uma primeira regido A em que z € [a,c], uma outra regido B em que x € [c,b] e uma outra regiao C em
que z € [d, ¢]. Com o auxilio desta serdo apresentadas algumas propriedades do operador integral tais como:

b
1. / f(z)dz = Area A — Area B + Area C

2. /abf(x)dm:/acf(x)dm—k/Cdf(x)d:c—k/dbf(x)dx

3. /aaf(x)dxzo

L /Cdf(x)dx:—/dcf(x)dx

Existem mais propriedades relacionadas com o operador integral que serao introduzidas ao longo do documento.

1.1.2 Primitivacao e Calculo de Integrais

Consideremos inicialmente a funcao f : [a,b] — R uma funcao integravel. Designa-se por integral indefinido de f em
I=]a,b]afuncio F: I —-R

Fla) = / " fyat (1.2)

Introduzamos o 1° Teorema Fundamental do Célculo: Seja f : I — R uma fungéo integrdvel em I = [a,b]. Entao
tem-se:

1. A funcao integral indefinido de f, F', é continua em 1.

2. Se f é continua em ¢ €]a, b[, a funcao integral indefinido de f, F', é diferencidvel em c e F'(c) = f(c)
3. F diz-se uma primitiva de f e representa-se por /f(t) dt ou P(f).

Seguem-se algumas proposigoes relacionadas com o conceito de fungao primitiva tais como:
e Sejam FY, F5 duas primitivas da funcao f em I, entao F; — F5 é uma fungao constante em I.

e Duas fungoes com a mesma derivada nao sao necessariamente iguais pois podem ter desfazamento de uma

constante real j& que /f(:c) dz = F(z) + Ch.
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Introduzamos o 2° Teorema Fundamental do Célculo: Seja f: I — R uma funcéo integravel em I = [a,b] e seja
F uma primitiva de f. Entao:

/ F(O)dt = F(b) — Fla) (13)

Esta equagao é também designada de Férmula de Barrow e permite procedermos ao célculo de integrais.

Primitivas Imediatas

Existe um lote de fungoes integrandas cujas primitivas conseguem ser determinadas baseando apenas na definicao de
integral como ”antiderivada”. Estas fungoes tém primitiva ficil de determinar dando o nome de primitivas imediatas
a estas mesmas.

Facilmente chegamos ao resultado de primitivas imediatas tais como:

° /adxzaa:+0

fm+1

’/f(gﬂ)mf/(x)dw +Cssem # —1

m+1

P e
./f(x) dz = log | f(z)| + C

. /sin(ax) dz = %(ax) +C
. /cos(ax) dz = smiaac) +C

/
. / Y dr= arctan(u) + C
1+ u2

A determinagao da fungéo primitiva é um passo necessario ao célculo de integrais. Seguem-se abaixo alguns exemplos
resolvidos.

Entre todas as férmulas a de maior importancia é com certeza a segunda férmula que permite encontrar a primitiva
de qualquer funcao em que se encontre a derivada e ela propria na expressao analitica. Para realizar estes integrais é
importante notar que muitas expressoes tém a fungao elevada a um expoente m de forma a ”esconder” esta mesma.

Integracao por Partes

Sejam as fungoes f,g: I = [a,b] — R diferencidveis com fun¢des derivadas integraveis em I. Entao tem-se:

b b
/f’(t)g(t)dt=[f(t)g(t)]fi—/ F()g'(8) dt (1.4)

O método de integragao por partes é bastante eficaz na integragao de fungoes logaritmicas e inversas trigonométricas

tal como a funcao arco-tangente.

T
o . ) 2’2 . . . . :

Notar isto é particularmente importante para determinar o resultado de alguns integrais como veremos mais abaixo

nos exercicios resolvidos.

Repare-se também que sendo f: R — ]— [ dada por f(z) = arctanz é também dada por f(z) = (2)" arctan z.

Integracao por Substituicao

Seja a fungao f continua em [a,b] e ¢ : [, 0] — [a,b] diferencidvel com derivada integral em [a, 6], tal que a = ¢(a) e
b= (6).
Entao a funcio f(¢(t)) - ¢’ é integrdvel em [a, 6] e

b 0
/ f(@)da = / F(6() - ¢'(6) (1.5)

mgm
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O método de integracao por substituicao é particularmente 1til no célculo de integrais com raizes quadradas em que
néo existe uma outra funcdo a multiplicar por esta que possa, com a devida manipulacao, ser a derivada da funcgao a
”sofrer” a operagao da rafz quadrada como por exemplo a fungdo f : R — R dada por f(x) =1 — z2. Tome outro
caso em que a substituicao pode ser usada: no calculo das solugoes da equagao alogz(:c) + blogz + ¢ = 0 usaria a
substituicio y = log z tal que a equacio se tornaria ay®+by+c = 0 que é de facil resolucdo. Em casos como este, casos
em que existem substituicoes evidentes, o método da integracao por substituicao também é eficaz. E de se reparar
também na expressao (5) que o método exige trés importantes passos:

1. Substituicdo da varidvel a integrar na expressdo analitica da funcao f para a varidvel de substituicao. (Na
expressao (5) temos a mudanga de integra¢io em x para integragao em t)

2. Substituicao dos limites de integragao; tome por exemplo o integral em [1,e] em ordem a x para o integral em

ordem a u tal que u = logx entdo temos os novos limites de integracao [log1,loge] = [0, 1].

3. Substituicao do operador dz para dz, da varidvel a substituir; Considere o exemplo u = —z, tem-se entao
que du = —dx em que se derivou ambos os termos em ordem as varidveis de cada termo. Desta forma tem-se
dz = —du e deve-se proceder a essa mudanca no integral a calcular.

A realizacdo destes trés passos leva sempre a substituicao correcta. Normalmente a substituicdo torna a funcdo a
integrar susceptivel a uma integracao imediata.

Integracao de Fungoes Racionais

Nesta seccao analisaremos a determinacao de integrais quando a fungao integranda é uma fungao racional. Este método
é o método que envolve mais pratica e é mais susceptivel a erros.

~ . p ~ C . , ~ ;. .
A funcéo racional = em que p e ¢ s@o polindmios é representada por uma fraccio prépria se o grau do polinémio

numerador for menor que o grau do polinémio de nominador, e representada por uma fraccdo imprépria caso contrario.
Para o calculo de integrais em que a funcao integranda é uma funcgao racional é necessaria a andalise de dois casos
diferentes:

1. Grau do numerador é maior que o grau do denominador, em que se efectua uma divisdo inteira (método
de divisao da primdria)

2. Grau do numerador é menor que o grau do denominador, em que é necessirio decompor a fungao
integranda em fracgoes parciais.

O método de fracgoes parciais pode ser explicado considerando os polindémios ¢ e g2 e p tal que o graup < grau (g -¢2).
Entao existem polinémios py e po tais que:

p(x) . pl(a:) pg(l‘)
0@ w@  a@ e (1.6)

Outra no¢ao muito importante a ter em conta segue-se em baixo:
Sejam a € R e p, ¢; polindmios tais que graup < n + grauq; e ¢1(a) # 0. Entao

p(x) A A A, pi()
= + et + : 1.7
@)z —a)» (z—a)* (z—a)* ! x—a qi(x) (1.7)
em que grau p; < grau ¢ e
_ 1 p \" _
Ak = m <q—1) (a) k= 1,2,...,n

Em fraccoes em que o denominador toma a forma de um polinémio do tipo az? 4 bz 4 ¢, o numerador A toma a forma

de um polinémio do tipo Az + B em que A e B sao constantes reais. No caso do polinémio az? as duas formas sao
, . Ax+B A
possivels: ——— ou — + —.
T T T

= 5
&
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Tenha em conta, por exemplo, a funcao racional f : R — R\{0, 1} dada por f(z) = . Pretendemos decompér

1
x?(x —1)

esta fraccao em fracgoes parciais tal que:
B C

1 _A+ N
22(x—1) 22 2 x-1

Reparemos agora que para o denominador ficar igual a x> (z — 1) devemos multiplicar A por x — 1, B por z(z — 1) e
ainda C por z2 tal que temos:
A(x — 1) + Bz(z — 1) + Cx?
x2(x—1)

O passo seguinte é separar o denominador em termos de segundo grau, primeiro grau e grau zero de forma a termos
um sistema de trés equacoes em que os coeficientes referentes aos termos de segundo, primeiro e grau zero sao dados
pelo numerador da funcéo racional que neste caso é 1, logo 022 + 0z + 1 vindo entéo:

B+C=0
A—-B=0
—-A=1
De onde concluimos facilmente que A = —1, B=1e C = —1, tal que temos
1 1 1

Caso usemos o outro processo correcto temos entao:

1 _Ax+B L C
22(x—1) a2 x—1
Devemos entdo multiplicar Az + B por  — 1 e C por 22 tal que temos:

(Az + B)(z — 1) + Ca?
22(z —

Tal como anteriormente devemos agora separar os termos por ordem do seu grau pelo que temos entao:

(A+C)2z*+ (—A+B)z— B

z?2(z — 1)
Resolvemos entao o seguinte sistema de equagoes:
A+C=0
—-A—-B=0
—-B=1
De onde concluimos facilmente que B = —1, A =1 e C = —1 portanto temos entao:
xz—1 1 1 1 1
f@)=—F-——=--—5~—

T

que era a expressao que tinhamos encontrado usando o primeiro método.
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1.2 Exemplos Resolvidos

Existe, como referido anteriormente, um lote enorme de fungoes que tém primitiva imediata pelo que abaixo seguem
alguns dos exemplos mais importantes. Nos primeiros exercicios o célculo das fungbes primitivas serd feito com mais
cuidado do que nos exercicios finais em que o aluno ja deverd entender a omissao de alguns passos.

Problema 1

Determine o valor dos integrais:

1 N 3 $2+1' 1 1 1 )
(Z)/O ze? dx (Zl)/z mdw (ZZ'L)/O mdx ('L’U)\/O x COS(2I) dx

(v) / 10820 4 /0 VTR (i) /0 S T /1 zx(l(x))dx (ix) /0 log@)e;de

V2 1+e% 4+ log®
< o o o o gl
(:c)/3 733( T I dx (m)/o arctan(bz)dx  (xii) /logg —(2 oo dx (:czu)/o m(logQ (@) — log(z) — 2)
Sohig()es:
(1) 5(6 —1) (ii) log(2) + arctan(3) — arctan(2) (iii) 2 [arctan(?) —

LA %[Sin(2) +2c0s(2)] (v) 2 —v/e

(vi) 135 (1+v2) (vii) % {log (%4—6) n 1] (viii) 2 arctan (1og\/§) 3 (ix) 2 [% — arctan (%)} (x) log\/g n %
(xi) arctan(5) — %log 26 (xii) g (xiii) — log 2

Resolugao

Nesta seccao apresentarei uma resolucao possivel para cada integral. Nos primeiros integrais, os passos serao explicados
com mais cuidado pelo que a chegada dos tltimos alguns passos serao omitidos devido a repeticao indevida de passos
ja apresentados em alineas anteriores.

Alinea (i)
1
Pretendemos calcular o valor do integral / ze® dz. Neste tipo de integrais em que existe um produto de um po-
0

linémio e uma exponencial, por norma, conseguimos arranjar uma manipulagao matematica de forma a que o polinémio
a multiplicar represente a derivada do expoente da exponencial. Neste caso o expoente da exponencial é 22 pelo que
a sua derivada é 2z. Este é o passo correcto pois reparemos que a derivada de e* é u'e", portanto ao conseguir termos
a derivada do expoente a multiplicar pela exponencial, temos a primitiva encontrada.

1 1 1
2 1 2 1 2 1
/ ze® dm:f/ 2ze” dx = [ex] =—(e—1)
o 2/, 2% |, 7 2
Alinea (ii)

Na introdugao tedrica foram apresentados os dois métodos possiveis para resolucao de integrais em que a funcao
integranda se trata de uma funcdo racional. Tendo em conta que o grau do denominador é maior que o grau do
numerador temos de proceder & decomposicao em fracgoes parciais.
Facilmente obtemos, pela Regra de Ruffini, a igualdade: z* —2? + 2 —1 = (z — 1)(2% + 1). Reparemos entdo que
o denominador tem entao um polinémio de grau 1 e um polinémio de grau 2 pelo que a decomposi¢ao em fracgoes
parciais vem:

22+ 22+ A Bx+C

x3—x2+x—1:(x—1)(x2+1) m—1+x2+1

Repare-se que o termo Bz 4+ C surge devido ao polinémio 22 + 1 ser de segundo grau.
Desta forma temos entao:

+ B
(A+B)2*+ (-B+C)z+(A-C)=2*+r & B

Qo

1
— 1
-C=0
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2 1 1
A solugao do sistema é trivial vindo entdo A = C =1 e B = 0 tendo entao que @ —xl)::_rf—k ) =7 + PR

O integral a calcular é entao

/3 x2+xd/31+1d[1|1|+t]312+t3 tan 2
- dz = —— + —— | dz = [log|z — arctanz|, = lo arctan 3 — arctan
g a3 —a?+ax—1 9 lz—1 22+1 & 2 &

Alinea (iii)

Ap6s leitura da introducao tedrica deve ser imediata a percepcao de que este integral deve ser calculado usando o
Método da Substituigao, isto porque temos uma raiz quadrada na nossa expressao o que torna a substituicao um
método bastante eficaz.

Nestes casos a substituicao mais eficaz é do tipo u :\/alx” + asz™ 1 + ... + a,, ou seja, neste caso u =vx + 3.
Procedamos agora a realizagao dos trés passos essenciais para o uso do método de substituicao:

1. Alteracao da expressao da funcao integranda: Sendo u =v/z + 3 temos = = u? — 3 pelo que a expressio

dada toma a forma —— .

(u? +1)(u)

2. Alteracao do operador diferencial: Na nossa expressao temos dz mas neste momento a substituigao exige
que tenhamos o operador du vindo entéo que sendo u? = z 4 3 vem diferenciando em ambos os lados em relacio
a cada uma das varidveis 2u du = dx pelo que no nosso integral original devemos substituir dx por 2u du.

3. Alteragao dos limites de integracao: Os limites de integracao que temos no integral original estdao em
relacao a varidvel = pelo que precisamos de os colocar em relagao a varidvel u vindo entao que para x = 1 temos
u = 1—|—3:2eparax:0temosu:\/0—|—3=\/§.

O integral apds substituicao toma a forma:

! 1 2 2udu 2 2
0o (x+4z+3 3 (w2 +1u  Jzu?+1

O integral é de facil resolugao agora vindo entao que:

2 2
/ QL du = 2/ % du =2 [arctanu]\% =2 {arctan2 _r
3 u®+1 3 u®+1 3
Alinea (iv)

Este tipo de funcao integranda que se baseia no produto de um polinémio de igual ou maior grau ao que se encontra
na funcao trigonométrica exige sempre a utilizacdo do Método de Integracao por Partes. Este método exige a escolha
de uma fun¢do que tenha primitiva fécil, contudo, neste caso ambas as fungdes (polindmio e trigonométrica) tém
primitiva trivial. Nestes casos, a primitiva a escolher é sempre a funcao trigonométrica uma vez que a escolha da
funcao polinomial leva a um ciclo sem fim de integragoes por partes. Este tipo de integral também exige normalmente
duas integracoes por partes.

Temos entao:

1 2 1 1
/ 22 cos(2z) dr = [xsm(lr)] —/ xsin(2x) dx
0 2 o Jo

sin(2
Em que a primitiva escolhida foi a primitiva de cos(2z) dada por / cos(2z)dx = m(2 1:) Reparemos também que

1
mais uma integracao por partes é necesséria para calcular / x sin(2z) dz.
0

Temos entao:

/01$sin(2$) dr = [—:CCO;(QQJ)I) + /01 %dx = [—xCOS(Qm)I + {Sm(%)]l

Ou seja, o integral pedido é dado por:

/O 2 cos(2a) da = [ME - [—””C"““(Q“”)]: + {Sin(w]: - i [sin(2) + 2 cos(2)]

2 2
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Alinea (v)

Como referido na introducao tedrica, o Método de Integragao por Partes torna-se bastante eficaz para calcular integrais
em que as fungoes integrandas sao fungoes trigonométricas ou logaritmicas. Repare-se que a fungao que multiplica pela
funcao logaritmica nao consegue, por via de manipulacao, tornar-se na expressao da derivada da fungao logaritmica
pelo que a primitiva imediata nao é aplicavel.

Quando integramos por partes funcoes integrandas que contém logaritmos, a fungao que multiplica por esta tltima é

sempre a escolhida para primitivar. Procuramos primeiramente a primitiva [ — dx. Temos entao:

V2x

/\/%de/(Qx)_%da:: %/Q(Qx)_%dx: ;(2?; =2z

Primitivando entao por partes a funcao integranda vem:

2 1o 5 2 2/2 5
g(2z) dz = [v?xlog(Qx } ’ —/ T e = {\/Qxlog 290 ’ \f/ \/2xlog(2x —2V/2zx
1 2z 1 1 2z %
2 2
Alinea (vi)
Este integral tem duas formas possiveis de ser calculado podendo nés optar pelo Método de Integracao por Substituicao
ou pelo Método de Integracao por Partes. Optarei pelo uso do Método de Integragao por Substituicao por tornar o
calculo bastante mais facil.
A substituicdo é evidente uma vez que a funcio integranda é dada por x3\/1 + 22. Tal como explicado na alinea (iii),

a substituicao é u =+/1 + 2.
2u U

Repare-se que se u =+/1+ 22 entdo u? = 1 + z? e tem-se 2udu = 2z dzx pelo que vem dz = 2—du = Tldu
X uc —

em que se substituiu z por x =v/u2 — 1. Temos ainda que efectuar a substituicao dos limites de integracao pelo que
temos entao para z =1, u =V2e para z =0, u = 0.
Desta forma obtém-se a substituicao completa dada por:

—e

= vle

1 3\/7 /\/§ 3 w?du 2 ) 5 u3\/§ 9 \/»
o1 +22de = Vu—1| —— = u? — Du du—[_] B
/O 1 { }\/u271 1 ( ) 31, 15( )

Alinea (vii)
Este tipo de integral é outro tipo de integral que sugere substitui¢do. Neste caso uma substituicdo eficaz é u = e* pelo
- . du _ du
que temos entao du = e” dz, portanto temos dz = — = . Temos ainda a troca de limites de integracao tal que
e U
para z = — vem v =+/e ¢ para x = 0 vem u = 1.

O integral que pretendemos calcular toma entao a forma:

LA ©
Tre¥= | ire
o l+e 1 u(l+wu?)

Como o grau do numerador é menor que o grau do denominador devemos proceder & decomposicao em fracgoes parciais

tal que:
1 A Bu+C

u(l 4 u?) :E+ 1+u?

Repare-se que o termo Bz + C justifica-se pelo facto de 1 + u? ser um polinémio de segundo grau. Temos entio:

A+B=0
AQ+u?)+ (Bu+C)(u) = (A+Bu?+Cu+A=1<< C=0
A=1

1 1 u

A solugéo é trivial e vem entdo A =1, B=—1 e C =0 pelo que temos: ——+ = — — ———
> pered u(l+u?) w1+ u?
O integral a calcular é entao:

/fg [1 ] du = [log u® — log( +u?) = %(—108‘(1 +e)+1og(2) +1) = % {log (116) ' 1]

u 1+
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Alinea (viii)
Este é um integral que pode ser calculado usando Primitivacdo Imediata ou Integracdo por Substituicao realizando a
substitui¢ao v = log x. Neste caso, optarei pela Primitvacao Imediata.

1 1
Temos entao que 5 = 5 = £ 5. Para tornar esta fungao como a derivada de uma
(4 +log’(x)) 4+ (logx) 14 <1ogac)

8|

2

funcao arco-tangente temos de ter no numerador a derivada de u tal que a fungao integranda é Repare-se que

log x , 1 -
neste caso u = 5 pelo que u' = o e entao tem-se
T

14u?’

1 1
o) 1 (1)’

Por fim:

2 1 2 = log 2 log 2
/ ———dz = 2/ — 2 dz=2 [arctan ( )} = 2arctan () = 2arctan(logv/'2)
1 2(4+ log”(x)) Uy (bﬁ) 2/l 2

Alinea (ix)

log(2) x
Pretendemos calcular o valor do integral / porn] dz pelo que temos entao
0 (&

log(2) e log(2) ev
LA 4
/0 2 rd /0 (e +4""

/

Nestes casos em que temos uma funcao integranda do tipo: ,¢ € R devemos sempre tornar o denominador

u
u? +c
!

2 2
U U
em algo do tipo — + 1 = <> + 1 pois repare-se que (arctanu) = Seguidamente devemos tornar o
c

\/E x

~ . € ’ € . .
numerador na expressao da derivada de wu; neste caso temos u = 5 pelo que v’ = 5 e existe necessidade de alterar

u
u2 41"

x
. € . a s , .
o numerador pois u’ = 5 e o numerador que temos é e*. E necessario também alterar o denominador tal que temos
2z x\ 2
o e e
et +d=—+1= 5 + 1 e portanto vem:

log(2) T log(2) e’ z\ 7los(2) 1
/ % dx = 2/ + der =2 [arctan (e)} =2 [ﬂ — arctan ()]
0 (L) + 1 0 (L) + 1 2 0 4 2

Alinea (x)

Tal como na alinea (iii), este é um integral que sugere substituigdo trivial dada por u =+vx + 1 tal que se tem
u? = z + 1 e portanto tem-se 2udu = dz e ainda os limites de integracio alterados dados por u =v/8 + 1 = 3 para
r=8eu=v3+1=2parazx=3.

Desta forma tem-se:

8 1 3 2udu 3 2u
/3 wmmdxl <u2—1><u+1>/2 CESECED

E necesséario decompor esta fungao em fracgoes parciais tal que se tem:

A B C Al +1)(u—1)+ B(u—1) + C(u + 1)?
+ + =
u+1 (u+1)?2 wu-1 (u+1)%2(u—1)
Tem-se entao a igualdade
A+C=0
wWA+C)+uB+20)+(-A-B+C)=2us{ B+2C0=1
—-A-B+C=0
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1 1
Resolvendo o sistema obtém-se A = —g B=1e(C= 3 Desta forma o integral a calcular é dado por:

/3 ! + ! + ! d 11o| + 1] ! —|—1lo\ 1|3 lo \/§+1
— r=|—— u - — u — = = I
, 20w+ D) T w12 2(w—1) 2 %8 utl 2% , - 8V

Alinea (xi)
Tal como referido na introdugao tedrica o método de integracao por partes é bastante 1til no cdlculo de integrais em
que a funcao integranda é uma funcao trigonométrica. Neste caso, tratamos a funcao inversa da funcao tangente pelo
que o integral é dado por:

S5x

1 1
/0 arctan(5z) dz = [z arctan(5z)]§ — /0 T+ (522 dz

Repare-se que

5x B ST 1 50x
1+ (5x)2 142522 10 \ |1+ 2522
Desta forma tem-se facilmente que

1 1
bx 1 50z 1 1
%  dr=— [ — 2 _dr=|-log(l+252%)| = —log26
/0 1+ (o) 10/0 1+ 2522 Lo og(1+ z)]o 10 °®

Entao o integral pedido tem valor:

1
1
/ arctan(bz) dx = arctan(b) — 10 log 26
0

[EzdE
O]
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Alinea (xii)
Tal como na alinea (vii), este tipo de integral é outro tipo de integral que sugere substituicdo. Neste caso uma subs-

tituicdo eficaz é u =v/1 — e®, pelo que vem u? = 1 — €® o que leva a concluir que ¢® = 1 — u? e ainda 2udu = —e® dz
o 2u o : < ~
e substituindo vem dz = — T du. Prossegue-se agora para a mudancga dos limites de integragao vindo entao u = 0
u2 —
0 1 2 1 ) 2
arar=0eu=4/1—-=—=parax=log| - |.
p 3 \/g p g 3

Efectuando entao a substituicao vem:

0 T 0 2 0
r 1-— 2 1 1
/ e—dx:/ u2 . 2u du:—2/ ﬁduz[—2arctanu]$ = 2arctan | = | = &
log2 (2— eVl —e” %(1—|—u)u u? —1 \%1—|—u 73 V3 3

3

Alinea (xiii)
Tal como na alinea anterior, este tipo de integral é outro tipo de integral que sugere substituicao. Neste caso uma

x
substituicao eficaz é u = logz e entdo tem-se x = e e portanto du = — vindo entdo dz = z du = e du. Efectuando

x
a alteragao dos limites de integragao tem-se u = 1 para x = e e u = 0 para x = 1.

Vem entao: ) . .
1 1 1)e* 1
/ log(a) + dx:/ 2<U+—>edu:/ _url g,
o z[log”(z) — log(z) — 2] o (U2 —u—2)en 0 u2—u-—2

Tendo em conta que u? —u — 2 = (u + 1)(u — 2) temos que o integral pedido é trivial sendo dado por:

1
1
/o U_Zdu:[log\u—2|](1):—log|—2|:—log2

Problema 2

Calcule a funcao f : R — R que satisfaz

VeeR f'(z)= b

T1qa2 € F0)=1

Resolugao

Tenhamos em conta que / f'(x)dx = f(z) + C, Vz € R pelo que devemos entao calcular a primitiva de f’ vindo

entao:

z+1 T 1 1 2z 1 1 9
[t [t [rrmtemg [ mimdet [ o do= gloslt 4 +arctan(a) +C

2

Repare-se que o uso do médulo em log |1 + m2| nao é necessario uma vez que 1 + z° > 0,Vx € R. Pretendemos

1
ainda satisfazer a condigdo f(0) = 1 e tendo em conta que f(z) = 5 log |1 + 22| + arctan(z) + C temos f(0) =

1
3 log(1) + arctan(0) + C = C pelo que entdao C' = 1. Conclui-se portanto que

1
fR=R, f(z)= ilog\l + 2?| + arctan(z) + 1
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Problema 3

Considere o Polinémio de Taylor de 2* ordem da funcido f em z = a dado por:

(z—a)?

bt 2 [cos? z(1 + tan? x)L:a

p2(a) =

(a) Verifique que = a nao é um ponto de méximo absoluto de f para todo e qualquer valor de a.
(b) Defina a fungao f.

Resolugao

(a) Tendo em conta que o Polinémio de Taylor de ordem n da func¢do f no ponto x = a é dado por

(z —a)?
2!

_|_..._|_f(")(x_7a)n

n!

f(w —a) = pu(a) = f(a) + f'(a)(z — a) + ["(a)

Temos que o Polinémio de Taylor de segunda ordem equivale a n = 2 vindo entao:

(z—a)?

pa(a) = f(a) + f'(@)(@ — a) + f"(a)

Repara-se facilmente que f’(a) = 0 pelo que x = a é um ponto de estacionaridade. Para verificar que é um ponto de

)
minimo temos de ter f”(a) > 0 pelo que vem:

1
cos? (1 + tan® z)

f(x) =

Nota-se facilmente que f’(x) > 0,Vx € R, portanto para x = a temos f”(a) > 0 e entdo x = a nao é um ponto de
méximo absoluto de f para qualquer valor real.

(b) Temos de definir a fungao f tendo em conta o seguinte conjunto de condigoes:

1
" o
fla) = cos? z(1 + tan? z)
flay=0
fla) =1
1
Repare-se que f”(x) = LZ“/’Q e portanto de acordo com a identidade trigonométrica ——— = 1 + tan® z tem-se
1+ tan®x cos? z
1" (x) = 1. Integrando f”(z) obtem-se f’(z) tal que:
flx) = / f'(x)dx = / ldz =2 +c¢
0 0
Sendo f'(a) = 0 temos f'(a) =a+ ¢; =0 e entdo ¢; = —a. Desta forma tem-se f'(z) = x — a.

Integrando f’(z) obtem-se f(x) tal que:

x 2
flx) = / f(x)de = % —az + co
0
a2 2
Sendo f(a) =1 vem 5 a® + ¢y = 1 de onde se conclui ¢, = 1+ 5
Concluimos finalmente que
x? a?
flx) = ?—ax—i—l—i—E

[EzdE
O]
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Problema 4

Seja f uma funcdo continua e diferenciavel em R™ definida por

1
)= ———,c€R
(@) z(c+ log? z)
Considere ainda F, funcdo primitiva de f também definida em R*.
. - 4log?2
(a) Mostre que se JETOO F(z) =log?2, entdo ¢ = 3

\/gﬂ' Tr — e

(b) Mostre que se ¢ = 3, ent&o o Polinémio de Taylor de 1* ordem de F no ponto z = e é dado por p;(e) = 5 T2
e

Resolugao

(a) Calculemos a primitiva de f tendo em conta que

1 1 1 —
= z = z = C cr
z(c+log”z) c+logx (10gfc>2 (logz>2
1+ (=% 1+ (%

Vem entao que

. s
Sendo lim arctanz = — e sendo lim logz = +o00 temos que
T—+00 2 r——+00

1
xgrfooﬁ arctan (?ﬁf) :ﬁg =log 2

4log?2
2

Conclui-se entao que ¢ = , como queriamos demonstrar.

(b) Tendo em conta que a primeira derivada de F é f temos entdo que o Polinémio de Taylor de 1* ordem no

ponto x = e da funcao F' é dado por
pi(e) = Fle) + f(e)(x —e)

1 1 1
Se ¢ = 3 entao F(x) =+/c arctan (ng) =V/3 arctan (ng) e portanto F(e) =v/3 arctan < ) _V3n

Ve V3 Vi) 6
1 1
Tem-se ainda que para ¢ = 3 vem f(r) = —— 5 e portanto f(e) = = = —.
e /@) (3 + log® x) P Us e(3+1og?e) e(3+1) de
Conclui-se entdo que, como queriamos demonstrar, o Polinémio de Taylor de 1* ordem no ponto x = e da fungao F' é
dado por
V3r oz —e
PO ="g 4
Problema 5
Considere a funcao g definida em R dada por
1
f@) = 3 —cosx

Calcule a constante k tal que k& € R para a qual se verifica liT E| flx)de=m
Tr—r+00

1 — tan? (

Sugestao: Use a substituicdo u = tan (g) e considere a identidade trigonométrica cosz = 5 (
an?

)
)
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Resolugao

x
Calculemos primeiramente o integral pedido. Considerando a substituicao sugerida temos u = tan <7) e portanto

dz . . . o 1
du = ——————. Tendo a identidade trigonométrica 1 + tan?z = ——— tem-se cos’x = ———— e portanto vem
2cos? (%) cos? x 1+ tan®z

1 1+u? 2d
que cos? (f) = ————— e conclui-se que tomando a substituicao du = U dz equivalente a dz = i
2 1+ tan? (%) 14+ u?

Efectuando a substituicao no integral temos

/ 1 d_/ 1 2du_/ 14 u? 2d_/2d
3—cosz R R YT e
+u2

2 1 V2
24+ 4u? /2 1+ (V2u)?

/ / du = arctan(v/2u)  arctan (vV2tan (%))
24 4u2 \f 1+ (V2

Repare-se que e portanto vem:

V2 V2

Como temos lim f(z)dx

T
x—400 o 2\/§

Nota: Considerou-se a constante de integragao como nula.

k
e sabendo que a:grfoo k/f(m) dx = 7w vem 2\% =71iek=2/2

Problema 6
Seja g € C(R) uma fungdo periddica de periodo T > 0 ,i.e, g(x +T) = g(x),Vx € R.

Mostre que a funcao
T
é periddica de periodo T se e s6 se / g(t)dt =0.
0

Resolugao

Se 1) é periédica de periodo T entdo 1(0) = 1(T), entao:

T
Supondo entao que / g(t) dt = vem:
0

Ve +T) =/0m+Tg(t) dt:/OTg(t)dt—l—/HTg(t)dt:/I+Tg(t)dt

T

Seja agora u =t — T tal que du = dt e entdo parat =T vem u =0 e para t =z + T vem u = x. Substituindo:

/T%Tg(t)dt:/Oxg(u-i-T)du:/Oxg(u)du

o que evidencia que a funcao v é periddica de periodo T

[EzdE
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Problema 7

Considere f continua e diferencidvel em R tal que f(z) =e
Responda as alineas seguintes tendo em conta que

[ r@e=va

—00

—x

(a) Mostre que /+OO —222 f(z)dx = — /+00 f(z)da.

—0o0 — 00

Feo ma?
(b) Mostre que / —az?f(z)dz = — v VacR.
—0o0
Sugestdo: Utilize o método de integragio por partes e considere que [1)(x)]T2 = lirf Y(x) — lim Y(z)
xr—r oo Tr—r—00
Resolugao

(a) Analisemos o integral pedido utilizando o Método de Integracao por Partes:

/+OO —22” f(2) dw = /+00 x (—2206’952) dz = [me”ﬂ . /+°° f(z)dz

—00 —o00 - —00

+oo
Tendo em conta a sugestao dada determinemos agora o valor de {xe‘ﬁ} . Para tal calculemos o limite:

— 00

==}
>

. . . X .
lim ze™ = lim — lim —— =0
r—do0 r—+o0 % r—+oo 2re®
) . .. 00 - _g2] e
Em que se aplicou a Regra de Cauchy para levantar a indeterminagdo —, tendo entao que [me * } =0.
O —0o0

Assim conclui-se, como pretendido, que o valor do integral é dado por:

/m 902 f(2) dw = — /M F()dz

— 00 — 00

(b) Analisemos o integral pedido utilizando o Método de Integracao por Partes:

+oo +oo g2 T ~+o0
2 _ % _ g2 _ axre _ g 22
/ ax” f(x) dx—[ 5 ( 2xe )dx l 5 ] 2[ e " dx

— 00 o0 (o]
27 +0o0
o axe " . .
Pelo raciocinio em (a) tem-se que = 0, pelo que chegamos facilmente ao pretendido
— 00
+oo 2
/ —afo(x)dac:—g\/;r:—\/ﬂ,VaeR
Lo 2 4

Problema 8

Seja f : [a,b] — R uma funcao diferencidvel. Mostre que se F' é uma primitiva de f em [a, ], entdo
b b
/ f3(z)dz = F(b)F'(b) — F(a)F'(a) — / F(z)F"(z)dz

Resolugao

Tendo em conta que f?(z) = f(z)f(x) e sabendo que se F' é uma primitiva de f entdo F’ = f e portanto F"' = f’.
Utilizando o Método de Integracao por Partes, concluimos o pretendido:

b b
/ f(w)da =/ f(@)f(z)de = f(b)F(b)—f(a)F(a)—/ F(z)f'(z)de = F(b)F'(b)—F(a)F’(G)—/ F(z)F" (z) dz

a a

Repare-se que f(b) = F'(b) e f(a) = F'(a).
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Problema 9

Prove pelo Método de Indugao Matematica a seguinte hipdtese

d d? ar
/g: eder=e {x —fma: + xzm —|—( ) xna: ,n €N

Resolugao

Para provarmos uma hipétese pelo Método de Indugao Matematica devemos realizar dois passos indutivos.
Comecemos por mostrar que a hipétese se verifica para n = 1:

/xezdx:xez —/exdxzxer —e"=¢€"(x—1)
Repare-se que substituindo na nossa hipdtese n por n = 1 segue:
d d?

/xemdx =e" [xl — —z 4 $1:| = (x—1)

A hipétese é verdadeira para n = 1. Consideremos agora n = k e procedamos a verificagdo da hipStese para P(k+ 1).
Isto é, se P(1) se verifica entdo P(k) = P(k + 1), de acordo com o Método de Indugdo Matemdtica. Para tal
verifiquemos que na nossa hipétese teremos a seguinte expressao:

d d? dr
T k+1 % k41 k1 1= k+1
c [gc dz” + dz? " +(=1) dzn " ]

Integrando temos

/xkﬂez de = zFHle” — /(k; + 1) e®zF da = 2" e — (k + 1)/ezxk dz

Substituindo / e®z* dz pela hipétese de inducéo tem-se:
d d? d*
/kaeI de = a*e® — (k+1)e” [mk — —ah k- (—1)’“30’“]

d
Note-se que d—x’“'l = (k+1) 2" pelo que vem:
x

d d? dr
@ | k1 k k k k k
e {x —(k+ Dz +(k-+1)dxx _(k+1)dx2x — (=1 (k+1)dxkx }
dk L k L dk+1 _ dk L
Tendo em conta que ﬁ(k + 12" = (k+ 1)Wx eque - et = (k+ l)wx , temos:
d 42 JF+1
K+l @ 9. _ @ |, k+1 _ k+1 R+l _ .. (_1\ k+1
/x e"de =€ |z e +dx2x +(-1) T ]

Verificando-se entao também P(k + 1).
A hipdétese estd entao provada pelo Método de Inducao Matematica. [
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Capitulo 2

Integral Indefinido - Derivacao da Funcao
Integral Indefinido

Introducao

Este documento destina-se a servir de apoio aos alunos de Calculo Diferencial e Integral I na matéria de Integrais
Indefinidos. Comecando com uma breve introducao tedrica, o documento é composto por mais de uma dezena de
exercicios resolvidos que explora contetidos titeis para a disciplina como o Teorema de Cauchy, integragdo por substi-
tuigdo e Polinémio de Taylor.

Apés a Introdugao Tedrica segue uma série de exercicios resolvidos (a grande maioria dos problemas foi criada por
mim tendo ainda resolvido todos os exercicios).

2.1 Introducgao Tedrica

O integral indefinido de f(x) é a familia de fungoes definida por:
/f(:v)dm:F(x)—i—c,ceR (2.1)
Tal que F(x) é uma primitiva de f(z), i.e, F'(z) = f(x).

Relembremos que a partir do Teorema Fundamental do Célculo vem que:

/ F(z)dz = F(a) — F(b) (2.2)

vindo ainda que a fungao integral indefinido de uma fungao continua é diferenciavel e é uma primitiva da funcao

integranda.
.

Defina-se ¢(x) = / 2tdt, a € R, uma fungdo integral indefinido definida em todo o R. Ora pelas nogoes basicas do
’ v d v d

célculo integral vem que ¢(z) = / 2t dt = 22 —a® e portanto é ficil dizer que d—qﬁ(a?) =3 / 2tdt = d—(acQ —a?) =
x x x

2x. Este é um resultado imediatoada nocao de primitiva uma vez que a derivada da fungao definida pela primitiva da

fun¢ao integranda ¢ a prépria funcao integranda (F'(z) = f(z)). Vindo entao que:

d xT
— = 2.
 RICL N (23)
d 2z 2z
Contudo, serd que P f(t)dt = f(2x)? Analisando entdo a funcao ¢ (x) = / f(t)dt definida em todo o R vem
a 2 a
que a sua derivada é dada por: % f)ydt = %(F(Qm) — F(a)) = %F(Qx) = (22)'F (2z) = 2f(2z) # f(22).

a




d ,
Em que se aplicou a Regra da Derivada da Fungdo Composta no passo d—F(Zx) = (2z)'F (2z).
x

Repare-se entdo que a partir do Teorema da Derivada da Fung¢ao Composta vem que a fungao integral indefinido definida
por uma funcao composta é também continua caso a fungao g seja continua tal que o resultado que pretendemos obter

d r9@
é o resultado do integral: e / f@t)dte.
x

a
A partir deste momento pode-se omitir alguns passos na resolucao da derivada do integral indefinido tal como o cédlculo
da primitiva da fungao integranda.
Tem-se entao que:

d 9@ ,
e (t)dt = F (g(z)) - g'(2)
E como vem que F’ = f tem-se, por fim:
d r9@ ,
P f(t)dt = f(g(x)) - g'(x) (2.4)

2.2 Exercicios Resolvidos

Segue-se uma colectanea de exercicios resolvidos em que vao ser profundamente explorados os conteidos referidos
acima, assim como outras nogoes da disciplina como o Teorema de Cauchy para cédlculo de limites e o Polinémio de
Taylor.

Problema 1

2 2
Considere a fungao continua e diferencidvel em R definida por ¢ (z) = / sin(e™") dt.
—1

(a) Determine a expressao geral de 1/)/.
(b) Considerando 1(0) = a, determine o Polinémio de Taylor de primeira ordem da funcao ) na origem.

Resolugao
(a) A fungao F(z / )dt é a fungao integral indefinido de uma funcdo continua e diferencidvel em R.
Considerando g(x) = g continua e diferencidvel em R, resulta que ¢(z) = F(g(x)) pelo que entdo ¥ (z) é também

uma funcao continua e diferencidvel em R.
Estamos entao nas condigoes de calcular a primeira derivada de v dada por:

50 = () i (1) = L (e

(S

)

(b) O Polinémio de Taylor de primeira ordem da fungéo 1 na origem pode ser calculado facilmente pelo que recorrendo
a definicao do Polinémio de Taylor temos:

f"(a)

n!

f"(a)
21

n

pn(a)) = f(z —a) = f(a) + f'(a)(z —a) + (x—a)?+---+

(z —a)
Procuramos entao o Polinémio de Taylor para n =1 e a = 0 pelo que vem entao:

p1(0) = 0(0) + 4 (0) - w = a+ L osin (e () x0T,

Nota: Verifica-se entdo que nao é necessario o cédlculo da primitiva da fungdo integranda. Repare-se que nao se achou a primitiva de
p— 2 . . Ve . ~ . . . ~ 7, s . 2,

g(z) = sin(e™"). Como referido anteriormente, para o célculo da derivada da funcio integral indefinido ndo é necessario o célculo da

primitiva da funcao integranda.
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Problema 2

Considere a igualdade:

3
(a) Defina uma fungdo continua g num subconjunto D de R tal que para = € D, a igualdade acima se verifica.

arctan(z)
tan(t) dt
(b) Calcule lim Jo an(t)
z—0 g(x)

3 x
Tyt :/ t2e9® dt
0

Resolugao
(a) Reparemos que se duas fungdes sao iguais entdao as suas derivadas também o sdo, i.e, se f(z) = h(z) entao
x

3
f'(x) = I'(x) e portanto consideremos as fungoes f e g tal que f(x) = % +at e h(x) = / t2e9® dt.
0
Temos que sendo g uma fungao continua entao h é diferenciavel pelo Teorema Fundamental do Célculo e sendo f uma

funcao polinomial, esta também é diferencidvel e entao vem:
flx)=n'(z) &2 +42° =22 - 9@ o 1 4 42 = 9@

Vem portanto que g(x) = log(1+ 4x) e entdo tem-se que g é definida em {x € R: 1+4x > 0}, isto é, g é definida num

1
subconjunto D dado por D = {x eER:z < “I(

arctan(z)
(b) Reparamos que se se considerar F(z) = / tan(t) dt que F(0) = 0 e sendo g(x) = log(1 + 4z) vem também
0

0
que g(0) = 0 pelo que estamos perante uma indeterminagao do tipo = pelo que se pode aplicar o Teorema de Cauchy

uma vez que a funcao F é uma fungao continua pelo Teorema Fundamental do Célculo e pelo Teorema da Funcao
Composta uma vez que a fungao arco-tangente é continua assim como a fungao tangente e porque g é também uma
funcao continua pois trata-se de uma fungao logaritmica.

Vem entéo pelo Teorema de Cauchy que:

lim F(x) 8 lim F'(x) — lim (arctanx)’ta}ln(arctan(x)) — lim % _ 1.0 0
=0 g(x) =0 ¢'(x) z—0 T w20 4.1
Pergunta 3
Considere a funcao F' definida por
log x )
F(x):/ ve' dt —x
0
Verifique que F' tem um minimo em z = 1.
Resolugao
logz N
A funcao f(z) = e'"dt é um integral indefinido de uma funcdo continua e diferencidvel em R pelo Teorema

0
Fundamental do Célculo. Repare-se que a fungdo F' resulta da multiplicacdo de uma funcdo g também continua e
diferencidvel tal que g(z) = z pela funcdo f e ainda subtraindo uma constante, portanto F' é também continua e a
sua derivada é dada por:

, log x log x ! log x log? (x) log x
F (z) = (x)’/ e’ dt + (x) (/ et2dt> —-1= / fdt+ S 1= / e dt + o2’ (@ _ 1
0 0 0 T 0

log 1
Nota-se que F'(1) = / e’ dt—i—e10g2 1 _1=0+e"-1=0+1-1=0eportanto z = 1 é um ponto de estacionaridade.
0

log2 T
e 2logx .2
elog T

Calculemos a segunda derivada para classificar este mesmo ponto: F”(x) =
x x

1 2
elog” 1 n 21oglelog21 _

1 1
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Pergunta 4

Seja g uma fungao definida e diferencidvel em R e seja ¢ : R — R a fungdo definida por

o) = | " gt

inx

Verifique que o Polinémio de Taylor de segunda grau no ponto a = 0 é o polinémio nulo.

Resolugao

T T sin

A funcdo ¢ pode ser dada por ¢(z) = / g(t)dt = / g(t)dt — / g(t)dt. Repare-se que se &(z) = /f (t)dt

sin T
vem que a fungao ¢ ¢ dada pela subtracgao de dois integrais indefinidos de uma fungao diferenciavel g sendo entao
sin

diferencidvel. Note-se que g(t)dt = £(sinzx) logo pelo Teorema da Fungao Composta como a fungao seno é

0
diferencidvel entao também o é £(sinx).
Estamos entao nas condigoes de calcular a primeira derivada da funcao ¢ sendo esta entao dada por:
¢'(z) = g(x) — cosz - g(sin x)

Ora temos que a funcio ¢’ é também diferencidvel uma vez que se trata da subtraccio de duas funcoes diferencidveis
uma vez que g é diferencidvel por hipGtese e cosz - g(sinz) é diferencidvel pelo Teorema da Fungdo Composta e por
se tratar do produto de duas fungoes diferenciaveis.

Estamos entao nas condicoes de calcular a segunda derivada da fungao ¢ sendo esta entao dada por:

¢"(x) = ¢'(x) —sinx - g(sinz) — cos® x - ¢’ (sin x)
Pretendemos calcular o Polinémio de Taylor de segundo grau no ponto a = 0 sendo este entao dado por:

Vo)

p2(0) = (x) = ¥(0) + ¥'(0) - +

Entao devemos calcular (0), %'(0) e ainda 1" (0) tal que temos entao:

sin 0 0
b(0) = / g(t)dt = / g(t)dt = 0

¥'(0) = g(0) — cos 0 - g(sin 0) = g(0) — g(0) =0
Y"(0) = ¢/(0) — sin 0 - g(sin0) — cos? 0 - ¢’(sin0) = ¢’(0) — ¢’(0) =0

Portanto temos que que o Polinémio de Taylor de segunda ordem da fungao ¢ em a = 0 é o polinémio nulo.

Problema 5

Considere uma funcio continua § : R — R e seja ainda  : Rt — R definida por:

Qx) = / d(tcosz)dt
0

(a) Prove que Q(z) =

h(z) ~ ) sin 21‘
0(y)dy sendo g e h duas fungoes tais que g(x) = cosz e h(x) =

( 9(z) Jo 0 2
(b) Considerando que 6(0) = 1 e considerando 4 diferencidvel na origem, calcule hn}) %
x—
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Resolugao

(a) Consideremos a mudanca de variavel trivial y = tcoszx tal que vem dy = cosxz dt. Os extremos de integragao

devem também ser alterados pelo que se t = sinx entao y = sinzcosz = vindo entao que

sin 22 dy 1 sin 2z
@=[ " dwst - [ sway

. sin 2z 3
vindo portanto que g(x) = cosz e h(z) = 5 como querfamos demonstrar.

(b) Considerando que 6(0) = 1 e considerando que ¢ é diferencidvel na origem e sendo 2 uma funcao integral indefinido
de uma funcao continua vem que esta é diferencidvel pelo Teorema Fundamental do Calculo pelo que é possivel calcular

sin 2(0)
Oz 1 2
lim (z) . Repare-se que Q(0) =
z—0 T cos0 Jo
vindo entao que:

0
0(y)dy = 0 e portanto estamos perante uma inderminagao do tipo 0

. Qx) ) sing 77 sin 2z
ili% T ilﬂ%g (@) = ili% cos?2z J Oy)dy +cos 2z -0 2 =0+i=1
Problema 6

Considere uma funcio continua v : R — R tal que:

sin cosx T
~(x) /0 og(t) dt /0 og (2 t) dt

(a) Prove que v (z) = (sinz + cosz) log(sinz), Va € RT.
7 (@)

sinx + cosx

™

(b) Considere a funcao ¢ tal que ¢(x) = . Prove que / ¢(z)de =2 / ’ [¢(x)+1og(cot )] dz sem calcular
0 0

o integral.

Resolucao

(a) A funcio 7 é uma funcao continua e diferencidvel pelo Teorema Fundamental do Célculo pois trata-se da subtracgao
de dois integrais indefinidos de uma fungao continua portanto é possivel calcular a sua derivada. Vem entao que:

v'(z) = cos xlog(sin x) + sin x log(% — cosz) = cosz log(sin x) + sin x log(sin ) = (sinz + cos x) log(sin z), Vo € R™
Como queriamos demonstrar.
(b) A funcéo é entao dada por ¢(x) = log(sinz) pelo que o termo ¢(z) + log(cot ) é dado por
@(x) + log(cot ) = log(sin z) + log(cot ) = log(sin z - cot ) = log(cos x)

vindo entao que se £(z) = logx vem que devemos demonstrar que
m B
/ ¢ (sinz)dx = 2/ & (cosx)dx
0 0
T

T T
Considerando a mudanca de varidvel z = 3~ t vem que se x = T entao t = —3 esexz =0 entao t = 3 e ainda
dz = —dt pelo que temos ainda que

™

/07r§(sinx)dx:/_2£(sin (g—t)) (—dt):—/g_gf(cost)dt: : f(cost)dt:2/og§(cost)dt

jus .
2 2

em que chegdmos a conclusao pedida ja que a funcdo cosseno é uma fungao par (iltimo passo).
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Problema 7

Seja f : R — R uma funcio par e diferencidvel. Considere a funcio F : R* — R dada por:

®
) [ s
0
(a) Prove que F' é uma funcdo impar.
(b) Justifique que F' é diferencidvel e calcule a sua derivada.

F/
(c) Assumindo que f(0) = f/(0) = 1 calcule hm )

022 f(22)
Resolugao
(a) Uma funcao fmpar F verifica F'(—z) = —F(z). Considerando uma mudanca de varidvel u = —t vem que du = —dt
3 3
x x
e ainda se t = Y entao u = 3 portanto vem que

Feeo =) [ pwar= s [ 7 F(Cu)(—du) = — f(2?) / 7 fw) du = —F(z)

em que f(—u) = f(u) pois f é uma fungdo par.

(b) F é diferencidvel pois trata-se do produto de duas fungoes diferencidveis, uma pelo Teorema da Func¢ao Com-
posta e outra pelo Teorema Fundamental do Célculo por se tratar do integral indefinido de uma fungao diferenciavel.
Temos portanto reunidas todas as condigoes para o calculo da primeira derivada de F' vindo entao que

F'(z) =2z f'(x / f(t)dt + 2 f(x )f(g?)—a:f </ f(t dt+xf< ))

z3 3
F'(z) 2 f03 f)dt +azf (%) == 23
L 2D = il)% - Repare-se que o numerador 2/0 f@®)de + xf 3 é
uma fungao diferenc1avel pois é a soma de duas fungoes diferencidveis (integral indefinido de uma fungéo continua e o
produto de duas funges continuas).

(¢) Temos que hm

Visto que estamos perante uma indeterminagao o’ aplicando a Regra de Cauchy para o cédlculo de limites temos:

2[5 p)dt+af (2
D 5y (2) () o ()] o100

x—0 x

Problema 8

Seja F': RT — R definida pela identidade

Flz) = /O %eCQ%)dt

(a) Prove que F(1/z) = —F(z), para todo o = € RT.
(b) Justifique que F é diferencigvel e calcule F' (1/x) para todo o z € RT.
)

. Pl
(c) Calcule Q:EI:POO 7

E| 0]
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Resolugao

Tl (2 1 d
(a) Temos que F(1/z) = / n e( ‘ >dt pelo que procedendo & mudanca de varidvel t = — vem que dt = ——Z e
0 u u
1 2+1 H+1 WP+l 1
portanto se t = — entao u = x. Temos ainda que :— = u? — = utr e 1= u pelo que vem por fim
x 1 u
T 1 (w21 T (uP
F(l/x):/ fe( u )(—du):—/ fe( u )du:—F(gc)
o u o u

Demonstrando assim o que se pretendia.

(b) A fungdo F trata-se do integral indefinido de uma funcio diferencidvel em R* (quociente de duas fungdes continuas)
pelo que ¢ também diferencidvel e pelo Teorema Fundamental do Célculo vem que a derivada de F'(1/z) = —F'(x) ¢é
dada por

2241

1
—F'(z)=—-~¢ = , VYrcR*t
x

F'(x . , . . 1 =2
( ) A partir da alfnea anterior conclui-se que F'(z) = —e = , Vx € R" e sendo
x

(c) Pretende-se calcular lim

r——+00 &

x

1
e = e= temos que

F'(z) e -ez €

e x x

.. . ~ .. . . ~ . oo
O limite é entao trivial de calcular uma vez que estamos perante uma indeterminagao do tipo — e sendo tanto o
00

numerador como o denominador fungoes continuas tem-se:

. F'(x . e* .
lim (z) = lim — = lim ¢
rz—+o00 /e T—+00 T z—+00

Problema 9

Considere a funcio ¢ : R™ — R e uma constante real ¢, tal que

T 2
Y(x)=c x/fsmt dt + 7mx
= 2t

Calcule o valor da constante ¢ tal que ¢’ (7) = 7.

Resolugao

Comecemos por verificar que a funcao ¥ é uma fungao diferencidvel pois trata-se da adigao de duas fungoes dife-
rencidveis (integral indefinido de uma fungao continua multiplicada por uma fungdo também continua (polinémio) e
um polinémio) pelo que estamos em condigoes de calcular a sua derivada vindo entao pelo Teorema Fundamental do

Célculo
T 2 : T . 2 .
, sint sinx sint sinx
= —dt e = —dt
V() Cl/\/\; 5 +x 2\/5'2\/54-4 c[/; 57 + 1 + 7

T . t2 .
w’(w):c[/\:&; dt+SIZ7T+7r

Pelo que

=CT

Portanto se ¢’(r) = 7 entao ¢ = 1.

mgm
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Problema 10

Prove que sendo f uma funcio continua e diferencidvel em R™ entdo

2
et

sé se verifica caso f pertenca a familia de funcoes definidas por

fla)=¢" +K, KeR

Resolugao

2

x ¢
Consideremos duas funcoes h e g tais que h(x) = log(1l + f(z)) e g(x) = /

e

1+ f (V1)
e diferencidvel uma vez que é a funcao composta de uma fungao continua e g é também diferencidvel pois trata-se do
integral indefinido de uma funcdo também diferencidvel (quociente de duas fungoes diferenciaveis).

dt. Temos que h é continua

Reparemos que se h(z) = g(z) entdao h'(z) = ¢'(x) pelo que aplicando o Teorema Fundamental do Célculo vem

fa@) e

1+ f(x) 1+ f(x)

2

portanto temos que
2

f(x) = 2ze”

pelo que por primitiva¢do imediata vem que (repare-se que d—ez = 2ze"”)
x

f@)=e" +K, KeR

Problema 11

Seja h uma fungao continua e diferenciavel em R, considere a funcao ® : R — R definida por

arctan x
/ h(t)dt, @ € RE
0

log(—z+1)
/ h(t)dt, = € R-

-1

P(x) =

7r
Tenha ainda em conta que, ® é continua em = = 0, h é injectiva, h (Z) =0eque M (1) <0.

(a) Defina a fungao ®'.
b) Mostre que ® tem um méximo em R e indique a expressdo que permite calcular o seu valor.
0

Resolugao

(a) Tendo em conta que ¢ é uma fungao definida por ramos e estes mesmos sao fungoes integral indefinido de uma fungao
continua, entao pelo Teorema Fundamental do Célculo, ¢ tem derivada continua portanto analisemos primeiramente
a funcao em x € Rar, tal que temos:

o'(x)

=1 h(arctanz),Vz € Rf
x

Tem-se ainda para x € R™ que:

¥ (z) = loalr 1) (logqf__fﬂj D) voer-
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A funcdo derivada de ® é entdao ® : R — R definida por:

h(arctanz), x € Ry

1+ 22
' (z) =
b _
log(-z+1) o
x—1

(b) Comecemos por notar que os pontos de estacionaridade de ® no intervalo a considerar sdo calculados tendo em
conta a condicao h (arctanz) = 0. Sendo h injectiva, h tem um s zero e de acordo com as condi¢oes dadas h tem

7Zero para arctanx = T logo tem-se z = 1.

Temos de mostrar entdo que ®”(1) < 0 e para tal definamos a segunda derivada de ® no intervalo considerado:

1

@// —
() 722

2z
5 h(arctan x) + (

AT 22 > R (arctan )

2
s 1
Ora vem entao que sendo h (Z) = 0, considerando que (1—I—2> > (0 para qualquer ponto do intervalo considerado
x

T T
e ainda A’ {arctan (Z)} = h/(1) < 0 temos entdao que ®” (Z) < 0 e portanto concluimos, como pretendido, que ®

(o . . 7r
tem um maximo em Rar mais especificamente em x = 1

O valor do méaximo é entao:

1
Ymax = / h(t) dt
0

Problema 12

Seja h : R — R uma funcao diferenciavel tal que se verifica

h(z) >0,z € RS
h(z) <0,z e R™

e considere f : R™ — R dada por
log x
F@) = / h(t) dt
0
Mostre que se a e b sao duas constantes reais tais que a > 1 e 0 < b < 1, entao

de€la,b[: f'(c)=0

Resolucgao

Repare-se que f é uma fungao diferencidvel pois trata-se do integral indefinido de uma funcao diferencidvel h pelo que
a sua derivada pode ser calculada vindo entao a partir do Teorema Fundamental do Célculo que

h(log x
() = M0E2)
x
pelo que considerando dois pontos em que x = a e outro em que x = b vem que
h(l
) = "B
a
h(logb
ey = M0 g

j& que sendo a > 1, entdo loga > 0, portanto h(loga) > 0 e ainda sendo 0 < b < 1 vem que logb < 0, portanto

h(logb) < 0. (Repare-se que tanto — como 7 sdo quantias reais positivas)
a

Temos portanto do Teorema do Valor Intermédio, como f é uma fungdo continua em [a,b], que f(a) - f(b) < O
pelo que é evidente a existéncia de um zero no intervalo ]a, b[ provando entao que

de€la,b]: f'(c) =0
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Problema 13

Seja g uma funcdo definida e continua em R™ e considere a funcdo
o(z) = / 20 14 (g(1)2] dt, =€ R*
0

(a) Considere que g(t) =v/t e mostre que ¢'(0) = 1.
(b) Prove que para qualquer fungdo g que retna as condigbes acima referidas verifica

lim ¢(z) =400

r—r+00

(e*" —1),Yz € RT]

N =

[Sugestao: Comece por provar que ¢(x) >

Resolugao

(a) Sendo g(t) =Vt vem que
6(x) :/ 21 (1 4 ¢)dt = e%/ 2 (1 4 £)dt
0 0

Temos que ¢ é uma funcdo continua e diferencidvel em R pois trata-se do produto de uma funcdo exponencial por
uma fungao integral indefinido de uma fungao diferencidvel pelo que o Teorema Fundamental do Célculo permite
escrever:

¢ (r) = 262”’/ e (1+t)dt +e*e (1 +2) = egx/ e (1+t)dt+1+2
0 0
Portanto vem que
0
¥'(0) :eQ'O/ e (14t)dt+1+0=1
0

como pretendiamos mostrar.

(b) Temos que )
o(z) = / e2@=t) 1+ (g(t)*]dt, zeR*t
0

Dado que
VteR  [L+(9(t)?]>1
vem
VteR e %1+ (g(t)?] > e
e portanto,
Ve € RT / e 21+ (g(t))?] dt > / 2t (e —1)
0 0
E entao )
@ [ e+ g0 de = o) > 3 (- 1)
0
€ uma vez que
3 1 2x _
i 5 (7 1) = ec

concluimos como pretendiamos

[EzdE
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